
Ministarstvo prosvete Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

22. april 2023.

Prvi razred - B kategorija

1. Na tabli su zapisani brojevi

1 ·
√
2022 , 2 ·

√
2021 , 3 ·

√
2020 , . . . , 2020 ·

√
3 , 2021 ·

√
2 , 2022 ·

√
1 .

Koji od zapisanih brojeva je najve�i?

2. Da li postoji cifra a takva da je broj 20 aa...aa︸ ︷︷ ︸
2020

21 kvadrat prirodnog broja?

3. Na stranici EF pravilnog xestougla ABCDEF uoqena je proizvoǉna taqka X. Neka
je AXY jednakostraniqan trougao, pri qemu su taqke Y i F sa razliqitih strana prave
AX i BY Z jednakostraniqan trougao, pri qemu su taqke Z i C sa razliqitih strana
prave BY. Dokazati da se taqka Z nalazi na du�i AO, gde je O centar opisane kru�nice
xestougla ABCDEF.

4. Milica zna da xifra na koferu ǌenog brata predstavǉa trocifreni broj kome
su sve cifre u strogo opadaju�em redosledu. Ako je poznato da �e Milica, pri-
likom pokuxaja otvaraǌa bratovǉevog kofera, testirati samo razliqite cifre, jer
je pametna, koliko najvixe proba Milica mora uqiniti da bi sa sigurnox�u otvorila
bratovǉev kofer?

5. Odrediti sve x ∈ R takve da je

|x− x2| = 2|x2 − x3| = 3|x3 − x6| = 6|x6 − x|.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

22. april 2023.

Drugi razred - B kategorija

1. Neka je p > 2 prost broj i neka su x1 i x2 rexeǌa jednaqine x2−px+
1

3
= 0. Dokazati

da je x1
3 + x2

3 prirodan broj deǉiv sa 24.

2. Da li postoji cifra a takva da je broj 20 aa...aa︸ ︷︷ ︸
2022

21 kub prirodnog broja?

3. Dat je trougao ABC i neka su na ǌegovim stranicama BC, CA i AB date, redom,
taqke D,E i F takve da se prave AD, BE i CF seku u jednoj taqki. Oznaqimo tu
preseqnu taqku sa X.
(a) Dokazati da se kru�nice opisane oko trouglova AFE, BDF i CED seku u jednoj
taqki, koju �emo oznaqiti sa Y ;
(b) Dokazati da je X = Y ako i samo ako su prave AD, BE i CF visine trougla ABC.

4. Poznato je da kvadratna jednaqina x2+ax+b = 0 ima dva realna i razliqita rexeǌa.
Koliko razliqitih realnih rexeǌa ima jednaqina

x4 + ax3 + (b− 2)x2 − ax+ 1 = 0 ?

5. Nakon xto je ostavio otvoren prozor, tokom nekog vremena, n(n+1)
2 +1 muva je uletela

u Miloradovu sobu i odoma�ila se na ǌegovom no�nom stoqi�u, qija je povrxina
oblika jednakostraniqnog trougla stranice n ∈ N. Ipak, Milorad poseduje muvaricu,
qiji vrh ima oblik kvadrata stranice 1, i pomo�u ǌe �eli da se rexi neoqekivanih
uǉeza. Pretpostavimo li da je Milorad dovoǉno brz i precizan, te da mo�e da zada
udarac muvaricom na bilo kom delu stoqi�a i u trenutku u kome to �eli, kao i da su
muve zanemarǉivo malih dimenzija, dokazati da je Milorad u staǌu da, bez obzira na
ǌihov raspored na stoqi�u, ukloni barem dve muve jednim udarcem.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

22. april 2023.

Tre�i razred - B kategorija

1. Neka su x i y oxtri uglovi za koje va�i sinx = 3
5 i tg y = 5

√
2 − 7. Dokazati da je

π−4x
4y prirodan broj.

2. Na ivicama SA, SB i SC piramide SABC uoqene su, redom, taqke A′, B′ i C ′ takve
da je

SA′

SA
+

SB′

SB
+

SC ′

SC
= 1.

Dokazati da je zapremina piramide SA′B′C ′ barem 27 puta maǌa od zapremine pi-
ramide SABC.

3. Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje jednaqina

logax (3
x + 4x) = log(ax)2

(
72 (4x − 3x)

)
+ log(ax)3 8

x−1

ima barem jedno rexeǌe u skupu realnih brojeva.

4. Dato je 12 taqaka na kru�nici.
(a) Na koliko naqina se mogu izabrati dve tetive, sa krajevima u datim taqkama, koje
imaju taqno jednu zajedniqku taqku?
(b) Na koliko naqina se mo�e izabrati trougao od tih taqaka tako da se sa obe strane
svake prave na kojoj le�i neka ǌegova stranica nalazi barem jedna od preostalih
taqaka?

5. Milisav je zamislio neki prirodan broj n, te je na tabli zaapisao sve delioce tog
broja koji nisu ve�i od

√
n. Aleksa je uoqio zapisane brojeve na tabli i rekao da mo�e

da ka�e Milisavu konaqan skup nekih brojeva, takav da je broj n, koji je Milisav na
poqetku zamislio, sigurno me�u ǌima. Dokazati da Aleksa mo�e da ispuni svoj ciǉ
ako i samo ako brojevi koje je Milisav zapisao na tabli ne predstavǉaju skup svih
delilaca nekog odre�enog prirodnog broja.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

22. april 2023.

Qetvrti razred - B kategorija

1. Dat je niz (an)
+∞
n=1 sa: a1 = 0 i an+1 = an + 4n + 3, za svako n ∈ N. Izraziti an u

funkciji od n, a zatim, odrediti i graniqnu vrednost

lim
n→+∞

√
an +

√
a4n +

√
a42n + · · ·+√a42022n√

an +
√
a2n +

√
a22n + · · ·+√a22022n

.

2. U unutraxǌosti sfere uoqena je taqka O. Kroz taqku O konstrusane su tri prave
p, q i r. Prava p prodire sferu u taqkama A i B, prava q u taqkama C i D, a prava r
prodire sferu u taqkama E i F. Ispostavilo se da va�i:

{OA,OB,OC,OD,OE,OF} ⊃ {1, 5, 15, 17, 51}.

Koliko najmaǌe mo�e biti polupreqnik sfere?

3. Rexiti sistem jednaqina u skupu prirodnih brojeva

ab+ 2a− b = 58

bc+ 4b+ 2c = 300

cd− 6c+ 4d = 101.

4. Putniqki deo aviona se sastoji iz n redova od po 6 sedixta i prolaza koji ide po
sredini svakog reda. Pritom se u svakom trenutku najvixe jedan putnik mo�e nalaziti
na nekom sedixtu, najvixe jedan putnik se mo�e nalaziti u prolazu u liniji s nekim
redom sedixta i ne mo�e se nalaziti ni na jednom drugom mestu. Svaki od 6n putnika
ima kartu s jedinstvenim brojem sedixta. Putnici ulaze najvixe jedan svake sekunde
u avion tako da je prva pozicija na koju zakoraqe uvek ona u prolazu u liniji prvog
reda, i pritom im je za prelazak s jedne na drugu poziciju potrebna taqno 1 sekunda
(gde su mogu�i prelazi izme�u susednih pozicija u redu i susednih pozicija u prolazu
me�u sedixtima). Koje je pri ovim uslovima minimalno vreme potrebno da svih 6n
putnika sednu na svoje mesto?

5. Na�i sve ure�ene trojke (n,m, p), gde su n i m celi, a p je prost broj, za koje va�i

7n − 3n = p2 · 2mp.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


